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Â ðàáîòå ïîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ñîñòàâëåííîãî è ðåàëèçîâàííîãî ñèì-
âîëüíî-÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëß ðåøåíèß óðàâíåíèß ðàâíîâåñíûõ
âðàùàþùèõñß íüþòîíîâñêèõ ïîëèòðîï ñ ìàëûì èíäåêñîì n. Íàéäåí
àíàëèòè÷åñêèé âèä íîâîãî êëàññà íåýëëèïñîèäàëüíûõ êîíôèãóðàöèé
íüþòîíîâñêèõ ïîëèòðîï - ïðåäåëüíûå êëèíîâèäíûå ôèãóðû, èìåþùèå
âáëèçè ýêâàòîðà ôîðìó êðóãîâîãî êëèíà. Âû÷èñëåíû çíà÷åíèß ãëàâíûõ
êðèâèçí ïîâåðõíîñòè êîíôèãóðàöèè âáëèçè ýêâàòîðà. Íàéäåíî ñåìåé-
ñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê eL(n). Äëß ïàðàìåòðà àñèììåòðèè X ïîëó÷åíî
êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå è íà åãî îñíîâå îïðåäåëåíî ñåìåéñòâî êðèòè÷å-
ñêèõ òî÷åê (òî÷åê áèôóðêàöèè). Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé ïðå-
äåëüíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñî çíà÷åíèåì nm = 0.1161.
In this article we was shown and the realized symbol-numerical algorithm
for the decision the equations of equilibrium rotating Newtonian polytropics
with the small index n. The analytical kind of a new class is found nonellip-
soidal conﬁgurations of Newtonian polytropics - the limiting wedge-shaped
ﬁgures having the form of a circular wedge near to equator. Are calculated
values of the principal curvatures of the surface of a conﬁguration near
to equator. We found of class of limiting points eL(n). For asymmetry
parameter X the cubic equation and on its basis is received the class of
critical points (bifurcations points) is deﬁned. Existence of the ﬁrst limiting
critical point is proved with value nm = 0.1161.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íüþòîíîâñêàß ïîëèòðîïà, ïðåäåëüíûå êëèíîâèä-
íûå ôèãóðû, ãëàâíûå êðèâèçíû.
Keywords: Newtonian polytropic, limiting wedge-shaped ﬁgures, principal
curvatures.
Ââåäåíèå
Êëàññè÷åñêàß çàäà÷à î âðàùàþùèõñß ãðàâèòèðóþùèõ êîíôèãóðàöèßõ â ñâßçè
ñ åå ïðèëîæåíèåì ê îïèñàíèþ ïóëüñàðîâ (âðàùàþùèõñß íàìàãíè÷åííûõ íåéòðîí-
íûõ çâåçä) ßâëßåòñß â íàñòîßùåå âðåìß âåñüìà àêòóàëüíîé.
Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèß èçâåñòíû òîëüêî äëß ýëëèïñîèäàëüíûõ ôèãóð
ðàâíîâåñèß, îïèñûâàþùèõ îäíîðîäíûå êîíôèãóðàöèè íåñæèìàåìîé âðàùàþùåéñß
ãðàâèòèðóþùåé æèäêîñòè [1, 2].
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Ïðè èññëåäîâàíèè âðàùàþùèõñß ãðàâèòèðóþùèõ êîíôèãóðàöèé îäíèì èç îñ-
íîâíûõ âîïðîñîâ ßâëßåòñß âîïðîñ îá îòâåòâëåíèè àñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
îñè âðàùåíèß ðåøåíèé óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýòè êîíôèãóðàöèè.
Íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ òî÷åê áèôóðêàöèè íüþòîíîâ-
ñêèõ ïîëèòðîï ßâëßþòñß ðàáîòû Äæèíñà [3] è Äæåéìñà [4]. Â íèõ ïðîâåäåíû
îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèß èíäåêñà ïîëèòðîïû nm, n < nm, âûøå êîòîðîãî
òî÷åê áèôóðêàöèè íåò. Äæèíñ ïðèâîäèò îöåíêó nm = 0.83, à Äæåéìñ nm = 0.808.
Ñ÷èòàåòñß, ÷òî ôèçè÷åñêàß ïðèðîäà ýòîãî ßâëåíèß - èñòå÷åíèå âåùåñòâà ñ ýêâà-
òîðà êîíôèãóðàöèè, âîçíèêàþùåå ïðè òîé áûñòðîòå âðàùåíèß (ñïëþñíóòîñòè e)
êîíôèãóðàöèè, êîòîðîå íåîáõîäèìî äëß äîñòèæåíèß òî÷åê áèôóðêàöèè. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèß íà ýêâàòîðå êîíôèãóðàöèè geq ïðè n = nm è e = em áóäåò ðàâ-
íî íóëþ. Îñòàåòñß îòêðûòûì âîïðîñ î ôîðìå ïîâåðõíîñòè êîíôèãóðàöèè â òî÷êå
(nm, em).
Öåëü íàøåé ðàáîòû - ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-
ùèõ âðàùàþùèåñß íàìàãíè÷åííûå ïîëèòðîïû ñ ìàëûì èíäåêñîì n ¿ 1, ñ ïîìî-
ùüþ ðàçðàáîòàííîãî íàìè êîìïëåêñà ñèìâîëüíî-÷èñëåííûõ ïðîãðàìì â ñèñòåìå
ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè MAPLE; èññëåäîâàòü ýòè ðåøåíèß â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèé èíäåêñà ïîëèòðîïû n è ñïëþñíóòîñòè êîíôèãóðàöèè e.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïàðàìåòðîâ n
è e, äëß êîòîðûõ åùå ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíî-âðàùàþùèåñß êîíôèãóðàöèè. Ïðè
ýòîì óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèß íà ýêâàòîðå áóäåò ðàâíî íóëþ.
Òîëüêî èñïîëüçîâàíèå ñèìáèîçà ñèìâîëüíûõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé
íà êîìïüþòåðå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ðåçóëüòàòû â ðå-
øåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò êîíôèãóðàöèè, ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþùèåñß îò ýëëèïñîèäàëüíûõ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü íåýëëèïñîèäàëü-
íûìè. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ìåòîä ïîçâîëßåò èññëåäîâàòü òàêèå âàæíûå ãåîìåòðè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè êîíôèãóðàöèé âáëèçè ýêâàòîðà, êàê çíà÷åíèß
ãëàâíûõ êðèâèçí.
Ïðèìåíåíèå ñèìâîëüíî-÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëèëî íàì îáíàðóæèòü íîâûé
âèä âðàùàþùèõñß ãðàâèòèðóþùèõ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ìû ïðåäëàãàåì íàçû-
âàòü ïðåäåëüíûìè êëèíîâèäíûìè ôèãóðàìè, òàê êàê âáëèçè ýêâàòîðà îíè èìååò
âèä êðóãîâîãî êëèíà.
Íàìè òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîðàçäî ìåíüøåå, ÷åì ïðèâîäè-
ìîå â [4] (nm = 0.808) çíà÷åíèå nm = 0.1161 òàêîå, ÷òî ïðè n > 0.1161 òî÷åê
áèôóðêàöèè íåò. Îíè ñíîâà âîçíèêàþò óæå ïðè n ≥ 0.5791 [5]. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñòðóêòóðà òî÷åê áèôóðêàöèè êîíôèãóðàöèé âðàùàþùèõñß ïîëèòðîï îêàçàëàñü
ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì ýòî ïðåäïîëàãàëîñü â [3, 4].
1. Îñíîâíûå óðàâíåíèß è ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèßõ áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò ïîëèòðîïû ñ
ìàëûìè çíà÷åíèßìè èíäåêñà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ñëàáîé ñæèìàåìîñòè
ßäåðíîãî âåùåñòâà ïóëüñàðîâ.
Äëß îïèñàíèß âðàùàþùèõñß íàìàãíè÷åííûõ ïîëèòðîï èìååì ñëåäóþùåå óðàâ-
íåíèå [5]:
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∫
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dV ′ +K0(1 + n) (Θ− 1)− (1)
−εr
2
⊥
a21
− ηm(x21 − x22) = 0,
ãäå Θ = ρ˜ 1n , ρ˜ = ρρ0 (ρ0 - ïëîòíîñòü â öåíòðå êîíôèãóðàöèè), ε =
ω2
4piGρ0
- ïàðàìåòð
áûñòðîòû âðàùåíèß, ω - óãëîâàß ñêîðîñòü âðàùåíèß, G - ãðàâèòàöèîííàß ïîñòî-
ßííàß, K0 = P02piGρ20a21 - îòíîøåíèå öåíòðàëüíîãî äàâëåíèß ê ïëîòíîñòè ãðàâèòàöè-îííîé ýíåðãèè â öåíòðå, ηm - îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé ìàãíèòíîé è ãðàâèòàöèîííîé
ýíåðãèé â öåíòðå, r⊥ = x1e1 + x2e2, x1 = xa1 , x2 =
y
a1
, x3 = xa3 , a1, a3 - äëèíû
áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà âðàùåíèß, àïïðîêñèìèðóþùåãî ðåàëüíóþ
ïîâåðõíîñòü êîíôèãóðàöèè.
Çíà÷åíèå õàðàêòåðíîé íàïðßæåííîñòè ìàãíèòíûõ ïîëåé ïóëüñàðîâ áûëî îöåíå-
íî èç íàáëþäåíèé çà ðåíòãåíîâñêèìè ïóëüñàðàìè â äâîéíûõ ñèñòåìàõ. Èìååò ìåñòî
îöåíêà B0 ≈ (1.2 − 5) · 1012 Ãñ [6]. Â íàøåé ìîäåëè ïàðàìåòð ηm = kB
2
0sin
2α
16pi2Gρ20a
2
1
(k -
ïîêàçàòåëü ñêîðîñòè óáûâàíèß ìàãíèòíîãî ïîëß ïðè óäàëåíèè îò ìàãíèòíîé îñè,
α - óãîë íàêëîíà ìàãíèòíîé îñè ê îñè âðàùåíèß). Â ýòîì ñëó÷àå ηm ∼ 10−12−10−9
ïðè ρ0 = 4 · 1014ã/ñì3.
Ïîýòîìó ìû âêëþ÷èëè â óðàâíåíèå (1) òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëü-
íî îñè âðàùåíèß ÷ëåí èç ìàãíèòíûõ íàòßæåíèé. Ñèììåòðè÷íûå æå ÷ëåíû ÷ðåç-
âû÷àéíî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèß (1).
Óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî Θ â R3. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß D â (1) îïðåäåëßåòñß óñëîâèåì Θ ≥ 0.
Òåîðåòè÷åñêèì îñíîâàíèåì ðàçâèâàåìîãî íàìè ïîäõîäà ðåøåíèß óðàâíåíèß (1)
ßâëßåòñß òåîðåìà Ñòîóíà [7] î âîçìîæíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè íà êîìïàêòå â R3 â C ìåòðèêå. Ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî, òàê êàê
óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ÷òî ßâëßåòñß íåñîìíåí-
íûì ïðåèìóùåñòâîì åãî èñïîëüçîâàíèß. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè òî÷íîñòü ïðèáëèæå-
íèß èíòåãðàëîâ íå õóæå ÷åì òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèß ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé.
Ýòî î÷åâèäíî âûòåêàåò èç òåîðåìû î ñðåäíåì äëß èíòåãðàëîâ ïî êîìïàêòíîé îáëà-
ñòè â Rn. Â äðóãèõ ðàáîòàõ [3, 8] ðåøàåòñß ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðßäêà, è äëß êîððåêòíîãî ðåøåíèß ýòîé ñè-
ñòåìû óæå òðåáóåòñß èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ â C2 ìåòðèêå, ÷òî ßâëßåòñß
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé è ñ õóäøåé ïîãðåøíîñòüþ.
Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèßõ n ôóíêöèþ Θ áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà øåñòîé
ñòåïåíè, ïðè ýòîì êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû íå çàâèñßò îò n:
Θ(r) = Θ0(r) + n
i+j+k=6∑
i+j+k=4
Z˜ijkx
i
1x
j
2x
k
3 = Θ0(r) +
i+j+k=6∑
i+j+k=4
Zijkx
i
1x
j
2x
k
3 ,
Zijk = nZ˜ijk, i+ j + k > 2, (2)
Θ0(r) = 1− x21 − x22 − x23 −X(x21 − x22), X =
1
2
(Z200 − Z020)
Íåýëëèïñîèäàëüíûé õàðàêòåð èñêîìîé êîíôèãóðàöèè î÷åâèäåí èç (2).
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Â ñëó÷àå ìàëûõ n àïïðîêñèìèðóåì Θn ïîëèíîìîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèß â
ìåòðèêå L2 âòîðîé ñòåïåíè:
Θn ≈ 1 + n
(
(Θ− 1)− 65
36
(Θ− 1)2
)
,
ó÷èòûâàß òîëüêî ëèíåéíûå ïî n ÷ëåíû. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â L2 ïðè n = 0.1
ñîñòàâëßåò 3.31 · 10−2.
Òîãäà èíòåãðàë â (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:∫
D
Θn(r′)
(
1
|r′| −
1
|r− r′|
)
dV ′ = Φ+ nΦ0,
ãäå
Φ =
∫
D
(
1
|r′| −
1
|r− r′|
)
dV ′,
Φ0 =
∫
D0
(
(Θ0 − 1)− 6536(Θ0 − 1)
2
)(
1
|r′| −
1
|r− r′|
)
dV ′,
D0 - îáëàñòü, ãäå Θ0 ≥ 0.
Â ðàáîòå [9] ñ èñïîëüçîâàíèåì ðßäîâ Áóðìàíà-Ëàãðàíæà äîêàçàíà òåîðåìà,
ñîãëàñíî êîòîðîé Φ è Φ0 ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî ïîëèíîìèàëüíîìó áàçèñó äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, x2, x3:
Φ ∼=
a+b+c=N∑
a+b+c=2
Φabc(e, Zijk)xa1x
b
2x
c
3, Φ0 ∼=
a+b+c=N∑
a+b+c=2
Φ0abc(e, Zijk)xa1x
b
2x
c
3 (3)
Â äàííîé ðàáîòå ìû âîçüìåì N = 6.
Äëß ïðîèçâîëüíûõ N íàìè ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà â ñèñòåìå ñèìâîëüíîé ìàòå-
ìàòèêè MAPLE, ïîçâîëßþùàß âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß Φabc è Φ0abc
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èíòåãðàëîâ:
J2A,2C = e−2C
1∫
−1
(1− x2)Ax2Cdx
(1 + ( 1e2 − 1)x2)A+2C+1
, e =
a3
a1
,
êîòîðûå â ñèñòåìå MAPLE ëåãêî âû÷èñëßþòñß â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îò
ïàðàìåòðà ñïëþñíóòîñòè e.
Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ñèñòåìà ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè ïîçâîëßåò âû÷èñëèòü
Φabc è Φ0abc, òàê êàê îíè ñîäåðæàò 19-òè êðàòíîå ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñàì ñ
çàöåïëßþùèìèñß ïðåäåëàìè ñóììèðîâàíèß [10]. Âðåìß âû÷èñëåíèß ýòèõ êîýôôè-
öèåíòîâ ïðè N = 6 íà êîìïüþòåðå AMD ATHLON 3.5GHz, 1GB RAM, WINDOWS
XP â ñèñòåìå MAPLE ñîñòàâëßåò 315 ñåêóíä, à äëß âû÷èñëåíèé ïðè N = 8 ïîòðå-
áîâàëîñü óæå 4973 ñåêóíäû.
Ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ãðîìîçäêîñòè ïîëó÷åííûõ íàìè àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé Φ è Φ0, îíè â ßâíîì âèäå íå ïðèâîäßòñß.
Çäåñü è äàëåå èíäåêñû a, b, c, i, j, k ßâëßþòñß ÷åòíûìè.
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C ó÷åòîì (2) è (3) ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß (1) ïðåäñòàâèì â âèäå ïîëèíîìà
äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, x2, x3 ñòåïåíè N . Òîãäà, ïðèðàâíèâàß ê íóëþ êîýôôè-
öèåíòû ïðè âñåõ ñòåïåíßõ ýòèõ êîîðäèíàò, èç (1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Zijk, ε, K0:
Habc(Zijk, ε,K0, e, n) = 0, 0 < a+ b+ c ≤ N (4)
èëè
Hl(Zijk, ε,K0, e, n) = 0, l = 1, 2, ..., N˜ (4a)
Â íàøåì ñëó÷àå (0 < a+ b+ c ≤ N = 6) N˜ = 19.
Êîýôôèöèåíòû Zijk, îïðåäåëßþùèå ñòðóêòóðó êîíôèãóðàöèè, ðàçîáüåì íà ñèì-
ìåòðè÷íûå Z(ij)k è àíòèñèììåòðè÷íûå Z[ij]kX ÷àñòè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèß
è áóäåì èñêàòü èõ â âèäå ðàçëîæåíèß ïî ñòåïåíßì ìàëîãî ïàðàìåòðà àñèììåòðèè
X:
Zijk =
(
i+j
2
)
!(
i
2
)
!
(
j
2
)
!
Zi+j,k + Z[ij]kX, Z20 = Z02 = 0 (5)
2. Ðåøåíèå óðàâíåíèß (1) äëß ôèãóð âðàùåíèß
Ðåøèì âíà÷àëå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â îñíîâíîì ïðèáëèæåíèè X = 0, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ôèãóðå âðàùåíèß.
Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (4a) áóäåò ïðåäñòàâëßòü ñîáîé ñèñòåìó èç 9-òè íåçà-
âèñèìûõ íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
f(y, e, n) = 0, y = (y1, y2, ..., y9), (6)
y1 = Z04, y2 = Z06, y3 = Z22, y4 = Z24,
y5 = Z40, y6 = Z42, y7 = Z60, y8 = K0, y9 = ε.
Ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (6) fl(y, e, n), l = 1, 2, ..., N˜1, N˜1 = 18 (N + 2)(N + 4)− 1
ïðåäñòàâëßþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû Habc, 0 < a+b+c ≤ N ïîëèíîìà, ßâëßþùåãîñß
ïîëó÷åííûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëß ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (1). Ïðè X =
0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) áóäåò íåçàâèñèìîé, åñëè âçßòü òîëüêî êîýôôèöèåíòûHa0c
èëè òîëüêî H0bc.
Äëß àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèß âåëè÷èí fl, ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèßõ N
íàìè ñîñòàâëåí êîìïëåêñ ïðîãðàìì â ñèñòåìå MAPLE.
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû êîìïëåêñà ïðîãðàìì äàþò àíàëèòè÷åñêèé âèä äëß Z40 =
Z40(e, n) = y5(e, n) è Z60 = Z60(e, n) = y7(e, n), è êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äëß
èññëåäîâàíèß ñòðóêòóðû êîíôèãóðàöèè âáëèçè ýêâàòîðà, êàê íàèáîëåå èíòåðåñ-
íîé îáëàñòè. Ââèäó ãðîìîçäêîñòè ßâíûé âèä ïîëèíîìîâ íàìè íå ïðèâîäèòñß, à
ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 1 è 2.
Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ ε = ε(e, n) = y9(e, n) è K0 = K0(e, n) = y8(e, n) ïðåä-
ñòàâèì íà ðèñóíêàõ 3 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè Z40(e, n).
Ðèñ. 2: Ãðàôèê ôóíêöèè Z60(e, n).
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè ε(e, n).
Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèè K0(e, n).
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Ðèñ. 5: Ãðàôèê ôóíêöèè eL(n).
Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèß Θ1+n äëß ñëó÷àß n = 0.1, eL = 0.3506.
Íà ãðàôèêå èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíß Θ = 1− ih, h = 1
15
, i = 0, 1, 2, ..., 15.
Ðèñ. 7: Ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè ρ˜ äëß ñëó÷àß n = 0.1, eL = 0.3506. Íà
ãðàôèêå èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíß ρ˜ = 1− ih, h = 1
15
, i = 0, 1, 2, ..., 15.
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Äåòàëüíî èññëåäóåì ñòðóêòóðó íàéäåííîé êîíôèãóðàöèè âáëèçè ýêâàòîðà, õà-
ðàêòåð ïîâåäåíèß êîòîðîé â ýòîé îáëàñòè è îïðåäåëßåò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèß åå
ïàðàìåòðîâ.
Ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ req íàõîäèòñß èç óñëîâèß
1− r2eq − Z40r4eq − Z60r6eq = 0, (7)
r =
√
x21 + x
2
2.
Âàæíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîâåðõíîñòè êîíôèãóðàöèè âáëè-
çè ýêâàòîðà ßâëßþòñß çíà÷åíèß ãëàâíûõ êðèâèçí γmin(eq) è γmax(eq):
γmin(eq) =
1
a1req
,
γmax(eq) =
2
a1e2req
|1 + Z22r2eq + Z42r4eq|∣∣∣dΘ(req)dreq ∣∣∣ = (8)
=
2
a1e2r2eq
∣∣∣∣∣ 1 + Z22r2eq + Z42r4eq1 + 2Z40r2eq + 3Z60r4eq
∣∣∣∣∣ .
Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî ïðè dΘ(req)dreq = 0 γmax(eq)→∞ è ýêâàòîðèàëüíàß ïîâåðõíîñòü
èìååò âèä êðóãîâîãî êëèíà ñ óãëîì ðàñòâîðà β:
β = 2arctg
(
e
√∣∣∣∣1 + 6Z40r2eq + 15Z60r4eq1 + Z22r2eq + Z42r4eq
∣∣∣∣
)
. (9)
Óñëîâèå dΘ(req)dreq = 0 îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íà ýêâàòîðå íóëþ óñêîðåíèß ñâîáîäíîãî
ïàäåíèß, òî åñòü äàííàß êîíôèãóðàöèß ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé. Ñîîòâåòñòâóþùèå
çíà÷åíèß eL(n) íàõîäßòñß èç ðåøåíèß ñèñòåìû óðàâíåíèé:
1− r2eq − Z40(eL, n)r4eq − Z60(eL, n)r6eq = 0, (10)
1 + 2Z40(eL, n)r2eq + 3Z60(eL, n)r
4
eq = 0
îòíîñèòåëüíî eL è req.
Óðàâíåíèß (10) è îïðåäåëßþò ïðåäåëüíûå êëèíîâèäíûå êîíôèãóðàöèè. Äëß
ðåøåíèß (10) òàêæå ñîñòàâëåíà ñïåöèàëüíàß ïðîãðàììà. Çàâèñèìîñòü eL(n) ïðè-
âîäèòñß íà ðèñóíêå 5.
Ðàñïðåäåëåíèß îòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèß Θ1+n(r, z) è îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòè
ρ˜ = Θn(r, z) äàíû íà ðèñóíêàõ 6 è 7 äëß ñëó÷àß n = 0.1, eL = 0.3506.
Ýòè ðèñóíêè ïîêàçûâàþò íàãëßäíî êëèíîâèäíûé õàðàêòåð êîíôèãóðàöèè ïðè
e = eL(n). Ïðè e < eL ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèé óæå íå ñóùåñòâóåò.
3. Êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëß ïàðàìåòðà àñèììåòðèè X
Èñïîëüçóß ðàçðàáîòàííûé â [5] ìåòîä ðåøåíèß óðàâíåíèß (1) â âèäå ðàçëî-
æåíèß ïî ñòåïåíßì ìàëîãî ïàðàìåòðà X, íà îñíîâå êîìïëåêñà ñîñòàâëåííûõ íàìè
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Ðèñ. 8: Ãðàôèê ôóíêöèè A(e, n).
ñèìâîëüíî-÷èñëåííûõ ïðîãðàìì, ñ óäåðæàíèåì ÷ëåíîâ ïîðßäêà X3 è íèæå, ïîëó-
÷àåì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëß ïàðàìåòðà X â ñëó÷àå n¿ 1:
A(e, n)X +B0kX3 = ηm. (11)
Ïîäðîáíîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèß (11) ïðèâåäåíî â
[12].
Â (11) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà B0k = −0.01522 âû÷èñëåíî íàìè â ïðèáëèæåíèè
n = 0, ñ óäåðæàíèåì ÷ëåíîâ áåç n è ïðåíåáðåæåíèåì ÷ëåíàìè ïîðßäêà n¿ 1.
Ñîñòàâëåííûé íàìè ïàêåò ñèìâîëüíî-÷èñëåííûõ ïðîãðàìì ïîçâîëèë íàéòè àíà-
ëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå êîýôôèöèåíòà A(e, n). Çàâèñèìîñòü A(e, n) îò 0.35 ≤ e ≤
1 è n < 0.12 ïðèâîäèòñß íà ðèñóíêå 8.
Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ek íàõîäßòñß èç óñëîâèß:
A(ek, n) = 0 (12)
Ðåøåíèåì (12) ßâëßåòñß ôóíêöèß ek(n), êîòîðàß îïðåäåëßåò çàâèñèìîñòü êðèò-
÷åñêîãî çíà÷åíèß ek îò ïðàìåòðà n. Ñîâìåñòíûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé ek(n) è
eL(n) äàíû íà ðèñóíêå 9.
Êðèâûå 1 è 2 íà ðèñóíêå 9 ïåðåñåêàþòñß â òî÷êå nm, â êîòîðîé îäíîâðåìåí-
íî âûïîëíßþòñß óðàâíåíèß (10) è (12). Ýòó òî÷êó áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëüíîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Äëß òî÷íîãî âû÷èñëåíèß nm íàìè ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà
÷èñëåííîãî ðåøåíèß ñèñòåìû óðàâíåíèé (10), (12), êîòîðàß ñ òî÷íîñòüþ ∼ 10−5
äàåò çíà÷åíèå nm = 0.1161. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëß âðàùàþùèõñß íüþòîíîâñêèõ
ïîëèòðîï ïåðâàß ïðåäåëüíàß êðèòè÷åñêàß òî÷êà nm = 0.1161, âûøå êîòîðîé àñèì-
ìåòðè÷íûõ ðåøåíèé íåò ïðè ηm = 0, äîñòèãàåòñß çàäîëãî äî çíà÷åíèé nm = 0.83
è 0.808, óêàçàííûõ â ðàáîòàõ Äæèíñà [4] è Äæåéìñà [3].
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Ðèñ. 9: Çàâèñèìîñòè ek (êðèâàß 1) è eL (êðèâàß 2) îò n.
Êàê îòìå÷àëîñü íàìè â [13], ïðè 0.5791 ≤ n ≤ 0.8012 ñíîâà âîçíèêàþò àñèì-
ìåòðè÷íûå ðåøåíèß è ïîßâëßþòñß åùå äâå ïðåäåëüíûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè: 0.5791
(ïðè n < 0.5791 íåò àñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé) è 0.8012 (ïðè n > 0.8012 íåò àñèì-
ìåòðè÷íûõ ðåøåíèé).
Â [12] íàìè ïîêàçàíî, ÷òî äëß íàìàãíè÷åííûõ êîíôèãóðàöèé êðèòè÷åñêèå òî÷-
êè è òî÷êè áèôóðêàöèè ðàçëè÷àþòñß. Âåëè÷èíà ñäâèãà ïî ε è e èìååò ïîðßäîê
η
2
3
m ∼ 10−6 − 10−8, òî åñòü äîñòàòî÷íî ìàëà è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èì ìîæíî
ïðåíåáðåãàòü.
Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå íàìè ïîêàçàíà ÷ðåçâû÷àéíàß ýôôåêòèâíîñòü ñèìâîëüíî-÷èñ-
ëåííûõ àëãîðèòìîâ äëß ðåøåíèß óðàâíåíèß ðàâíîâåñíûõ âðàùàþùèõñß íüþòîíîâ-
ñêèõ ïîëèòðîï ñ ìàëûì èíäåêñîì. Ýòî ïîçâîëèëî íàéòè àíàëèòè÷åñêèé âèä íîâîãî
êëàññà íåýëëèïñîèäàëüíûõ êîíôèãóðàöèé íüþòîíîâñêèõ ïîëèòðîï - ïðåäåëüíûå
êëèíîâèäíûå êîíôèãóðàöèè. Âáëèçè ýêâàòîðà îíè èìåþò ôîðìó êðóãîâîãî êëèíà.
Âïåðâûå íàéäåíû òàêèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè êîíôèãóðàöèé
âáëèçè ýêâàòîðà êàê çíà÷åíèß åå ãëàâíûõ êðèâèçí.
Íàéäåíî ñåìåéñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê eL(n).
Ïîëó÷åíî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëß ïàðàìåòðà àñèììåòðèè X è îïðåäåëåíî
ñåìåéñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (òî÷åê áèôóðêàöèè).
Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîé ïðåäåëüíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñî çíà÷åíèåì
nm = 0.1161 â îáëàñòè n ¿ 1. Ýòîò ôàêò ßâëßåòñß óêàçàíèåì íà áîëåå ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó àñèììåòðè÷íûõ êîíôèãóðàöèé íüþòîíîâñêèõ ïîëèòðîï, ÷åì ñ÷èòàëîñü
ðàíåå.
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